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� 1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ äëèíû åäèíè÷íûõ ïðîâåðÿþùèõ òå-

ñòîâ îòíîñèòåëüíî êîíñòàíòíûõ íåèñïðàâíîñòåé �óíêöèîíàëüíûõ ñèìâî-

ëîâ â ðåàëèçóþùèõ áóëåâû �óíêöèè �îðìóëàõ íàä íåêîòîðûìè �óíê-

öèîíàëüíî ïîëíûìè áàçèñàìè (ïðè ýòîì áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî ëþ-

áîé áàçèñ íåÿâíûì îáðàçîì ñîäåðæèò òîæäåñòâåííóþ �óíêöèþ). Ôîðìó-

ëû, ðåàëèçóþùèå áóëåâû �óíêöèè, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé [1, �� 2�3 ãë. 2℄

÷àñòíûé ñëó÷àé ñõåì èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (ÑÔÝ), ÿâëÿÿñü ïðè-

âåäåííûìè ÑÔÝ ñ îäíèì âûõîäîì, íå èìåþùèìè âåòâëåíèé íà âûõîäàõ
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�óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Â ñèëó ýòîãî â äàííîé ñòàòüå ïðè îïèñàíèè

�îðìóë áóäåò äîïóñêàòüñÿ ¾ñõåìíàÿ¿ òåðìèíîëîãèÿ. Òàê, âìåñòî òåðìèíà

¾�óíêöèîíàëüíûé ñèìâîë¿ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ òåðìèí ¾�óíêöèîíàëü-

íûé ýëåìåíò¿, áóäåò óïîìèíàòüñÿ î âõîäàõ �îðìóëû, î äóãàõ, âåäóùèõ êî

âõîäàì �óíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà, è ò. ä.

Ïóñòü íà ÑÔÝ (�îðìóëó) S íàä �óíêöèîíàëüíî ïîëíûì áàçèñîì B, ðå-

àëèçîâûâàâøóþ â îòñóòñòâèå íåèñïðàâíîñòåé áóëåâó �óíêöèþ f(x1, . . . , xn),
ïîäåéñòâîâàë èñòî÷íèê íåèñïðàâíîñòåé U , ñïîñîáíûé ïðåîáðàçîâàòü S â

ëþáóþ ñõåìó (�îðìóëó) èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà H ñõåì (�îðìóë), ñî-

äåðæàùåãî S. Ïðè ýòîì èñòî÷íèê íåèñïðàâíîñòåé U íå ìîæåò äîáàâëÿòü

ê ñõåìå íîâûå âõîäû è âûõîäû. Èñòî÷íèê íåèñïðàâíîñòåé, êàê ïðàâèëî,

çàäàåòñÿ âèäàìè è êîëè÷åñòâàìè ïîëîìîê, êîòîðûå îí ìîæåò ïîðîäèòü â

ñõåìå.

Êîíñòàíòíûå íåèñïðàâíîñòè íà âûõîäàõ �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ

ñîñòîÿò â çàìåíàõ íåèñïðàâíûõ �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ íà òàêèå �óíê-

öèîíàëüíûå ýëåìåíòû, êîòîðûå ðåàëèçóþò êîíñòàíòû. Òàê, èñòî÷íèê Oc
1

(ñîîòâåòñòâåííî IOc
1) � ýòî èñòî÷íèê îäèíî÷íûõ ïðîèçâîëüíûõ êîíñòàíò-

íûõ íåèñïðàâíîñòåé íà âûõîäàõ (ñîîòâåòñòâåííî íà âõîäàõ è âûõîäàõ)

�óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Ìíîæåñòâî T âõîäíûõ íàáîðîâ ñõåìû S íàçûâàåòñÿ ïðîâåðÿþùèì òå-

ñòîì äëÿ ñõåìû S îòíîñèòåëüíî èñòî÷íèêà íåèñïðàâíîñòåé U òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé ñõåìû S ′
èç ìíîæåñòâà H âåðíà èìïëèêàöèÿ:

åñëè S ′
ðåàëèçóåò áóëåâó �óíêöèþ g(x1, x2, . . . , xn), íå ðàâíóþ f , òî â T

èìååòñÿ òàêîé íàáîð α̃, ÷òî f(α̃) 6= g(α̃).

×èñëî íàáîðîâ â òåñòå T � ýòî äëèíà L(T ) òåñòà T . Òåñò ìèíèìàëüíîé
äëèíû íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì. ×åðåç Ldt(U, S) îáîçíà÷èì äëèíó ìèíè-

ìàëüíîãî ïðîâåðÿþùåãî òåñòà äëÿ ñõåìû èëè �îðìóëû S îòíîñèòåëüíî

èñòî÷íèêà íåèñïðàâíîñòåé U .

Ïðè îïðåäåëåíèè äëèíû ìèíèìàëüíîãî òåñòà äëÿ ðåàëèçóåìîé â íåêî-

òîðîì êëàññå ñõåì áóëåâîé �óíêöèè ïðåäïîëàãàåòñÿ íàöåëåííûé íà ìèíè-

ìèçàöèþ äëèíû òåñòà ñîäåðæàòåëüíûé ïåðåáîð ðåàëèçóþùèõ ýòó �óíê-

öèþ ñõåì. Åñëè èñòî÷íèê íåèñïðàâíîñòåé U âûçûâàåò ëèøü îäèíî÷íûå

ïîëîìêè ýëåìåíòîâ ñõåìû (÷òî èìååò ìåñòî è â çàäà÷àõ, ðàññìàòðèâàåìûõ

çäåñü), ïîäîáíûé ïåðåáîð èñ÷åðïûâàåò òàê íàçûâàåìûå íåèçáûòî÷íûå ñõå-

ìû ñ òåì, ÷òîáû èñêëþ÷èòü, â ÷àñòíîñòè, âîçìîæíîñòü ñàìîêîððåêòèðîâà-

íèÿ ñõåì îòíîñèòåëüíî äàííîãî èñòî÷íèêà íåèñïðàâíîñòåé. Íåèçáûòî÷íîé

îòíîñèòåëüíî èñòî÷íèêà íåèñïðàâíîñòåé U íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ñõåìà (�îð-

ìóëà) S, ÷òî ïðè ëþáîé íåòðèâèàëüíîé (ò. å. ìåíÿþùåé õîòü íà êàêîì-

òî âõîäíîì íàáîðå çíà÷åíèå íà âûõîäå õîòü êàêîãî-òî �óíêöèîíàëüíîãî

ýëåìåíòà) âûçâàííîé èñòî÷íèêîì U îäèíî÷íîé ïîëîìêå �óíêöèîíàëüíî-

ãî ýëåìåíòà ïîëó÷åííàÿ èç S ñõåìà (ñîîòâåòñòâåííî �îðìóëà) ðåàëèçóåò

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2026, Òîì 29, � 1, C. 119-141

Mat. Trudy, 2026, V. 29, N. 1, P. 119-141



122 Î åäèíè÷íûõ ïðîâåðÿþùèõ òåñòàõ

�óíêöèþ, íå ðàâíóþ �óíêöèè, ðåàëèçóåìîé S â îòñóòñòâèå íåèñïðàâíî-

ñòåé. Äëèíîé ìèíèìàëüíîãî ïðîâåðÿþùåãî òåñòà äëÿ áóëåâîé �óíêöèè

f , ðåàëèçóåìîé ÑÔÝ (�îðìóëàìè) íàä áàçèñîì B, îòíîñèòåëüíî èñòî÷-

íèêà íåèñïðàâíîñòåé U íàçûâàåòñÿ ìèíèìóì Ldt
C,B(U, f) (ñîîòâåòñòâåííî

Ldt
F,B(U, f)) ïî âñåì íåèçáûòî÷íûì ðåàëèçóþùèì f ñõåìàì (ñîîòâåòñòâåí-

íî �îðìóëàì) S íàä áàçèñîì B âåëè÷èí Ldt(U, S). Â òåõ ñëó÷àÿõ, êî-

ãäà äëÿ �óíêöèè f íå ñóùåñòâóåò íåèçáûòî÷íûõ îòíîñèòåëüíî èñòî÷íè-

êà íåèñïðàâíîñòåé U ÑÔÝ (�îðìóë) íàä áàçèñîì B, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

Ldt
C,B(U, f) = 0 (ñîîòâåòñòâåííî Ldt

F,B(U, f) = 0). ×åðåç P2(n) áóäåì îáî-

çíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé îò ïåðåìåííûõ (x1, x2, . . . , xn).
Ôóíêöèåé Øåííîíà äëèíû ïðîâåðÿþùåãî òåñòà îòíîñèòåëüíî èñòî÷íè-

êà íåèñïðàâíîñòåé U äëÿ ÑÔÝ (�îðìóë) íàä áàçèñîì B íàçûâàåòñÿ âåëè-

÷èíà

Ldt
C,B(U, n) = max

f∈P2(n)
Ldt
C,B(U, f)

(ñîîòâåòñòâåííî Ldt
F,B(U, n) = max

f∈P2(n)
Ldt
F,B(U, f)).

�àíåå â ðàáîòàõ èíûõ àâòîðîâ çàäà÷à îöåíèâàíèÿ �óíêöèé Øåííî-

íà äëèí òåñòîâ äëÿ áóëåâûõ �óíêöèé, ðåàëèçóåìûõ �îðìóëàìè, íàõîäÿ-

ùèìèñÿ ïîä äåéñòâèåì âûçûâàþùèõ ïîëîìêè �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ

èñòî÷íèêîâ íåèñïðàâíîñòåé, ñïåöèàëüíûì îáðàçîì íå ñòàâèëàñü. Íî íåêî-

òîðûå ðåçóëüòàòû äëÿ ÑÔÝ, � íàïðèìåð, êîíñòàíòíûå âåðõíèå îöåíêè äëÿ

�óíêöèé Øåííîíà äëèíû åäèíè÷íîãî ïðîâåðÿþùåãî òåñòà îòíîñèòåëüíî

èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòåé íà âûõîäàõ �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â ÑÔÝ

íàä íåêîòîðûìè áàçèñàìè [2℄, � �àêòè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ è ñîîòâåòñòâóþùè-

ìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ �îðìóë. Âïðî÷åì, ïðè ïîëó÷åíèè êîíñòàíòíûõ âåðõ-

íèõ îöåíîê �óíêöèé Øåííîíà äëèíû åäèíè÷íîãî ïðîâåðÿþùåãî òåñòà ïðè

ïðîèçâîëüíûõ êîíñòàíòíûõ íåèñïðàâíîñòÿõ íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ â ÑÔÝ

ðàíåå èñïîëüçîâàëèñü òîëüêî ñõåìû ñ âåòâëåíèÿìè íà âûõîäàõ �óíêöèî-

íàëüíûõ ýëåìåíòîâ, à íå �îðìóëû.

Îïèñûâàÿ èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, áëèçêèå ê çàäà÷å îöåíèâàíèÿ �óíê-

öèé Øåííîíà äëèíû åäèíè÷íîãî ïðîâåðÿþùåãî òåñòà îòíîñèòåëüíî ïðîèç-

âîëüíûõ êîíñòàíòíûõ íåèñïðàâíîñòåé íà âûõîäàõ �óíêöèîíàëüíûõ ýëå-

ìåíòîâ â ÑÔÝ, áóäåì, åñëè íå óêàçàíî èíîå, ñ÷èòàòü, ÷òî ïðèâîäèìûå

îöåíêè �óíêöèé Øåííîíà èìåþò ìåñòî äëÿ ëþáîãî n, n ≥ 2, n ∈ N. Â [3℄

�àêòè÷åñêè äîêàçàíî, ÷òî â áàçèñå B1 = {x & y, x ⊕ y, 1} ëþáàÿ áóëå-

âà �óíêöèÿ n ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü ñìîäåëèðîâàíà �îðìóëîé ñ îäíèì

äîïîëíèòåëüíûì àðãóìåíòîì, äîïóñêàþùåé óíèâåðñàëüíûé (ò. å. íå çàâè-

ñÿùèé îò áóëåâîé �óíêöèè) åäèíè÷íûé ïðîâåðÿþùèé òåñò äëèíû íå áîëåå

n + 4 îòíîñèòåëüíî IOc
1. Â [4℄ äàííàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà ñíèæåíà äî n + 3,

à â [5, ñòð. 113�116℄ �àêòè÷åñêè óñòàíîâëåíî, ÷òî Ldt
F,B1

(IOc
1, n) 6 n + 3.

Â ðàáîòàõ [6℄�[9℄ äîêàçàíî, ÷òî â ïðîèçâîëüíîì ïîëíîì áàçèñå B èìååò
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ìåñòî îöåíêà Ldt
C,B(O

c
1, n) 6 n + 3 (â ðÿäå áàçèñîâ �àêòè÷åñêè èñïîëü-

çóþòñÿ �îðìóëû). Â [10℄ äëÿ áàçèñà B′
1 = {x & y, x ⊕ y, x ∼ y} óñòà-

íîâëåíî, ÷òî Ldt
C,B′

1

(IOc
1, n) 6 16. Â [11℄ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ïîë-

íîãî áàçèñà B äîêàçàíî, ÷òî 2 6 Ldt
C,B(O

c
1, n) 6 4. Â [12℄ óñòàíîâëåíî, ÷òî

ïðè n ≥ 3 â ëþáîì ïîëíîì áàçèñå B, ñîäåðæàùåìñÿ â ìíîæåñòâå ýëå-

ìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé ñ îäèíàêîâûìè ñòåïåíÿìè ïåðåìåííûõ, ëèíåéíûõ

�óíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ è �óíêöèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé êîíúþíê-

öèþ x1x̄2 è íåêîòîðîé �óíêöèè, Ldt
C,B(O

c
1, n) > 3. Â [13℄ íàéäåíî òî÷íîå

çíà÷åíèå Ldt
C,{xy, x̄, x⊕y⊕z}(O

c
1, n) = 2. Â [14℄ óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå íåðàâåí-

ñòâî: Ldt
C,{xy, x⊕y, 1, 0}(O

c
1, n) 6 3. Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ [2℄�[9℄, [12, 13, 14℄

èñïîëüçîâàëîñü îòëè÷íîå îò ïðèìåíÿåìîãî çäåñü îïðåäåëåíèå íåèçáûòî÷-

íîé ñõåìû, íå äåëàþùåå èñêëþ÷åíèé äëÿ òðèâèàëüíûõ êîíñòàíòíûõ íåèñ-

ïðàâíîñòåé íåêîíñòàíòíûõ �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.

� 2. Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî

ðåçóëüòàòà

Ââåäåì �óíêöèîíàëüíî ïîëíûå íåèçáûòî÷íûå áàçèñû B1 = {xy, x ⊕
y, 1}, B∗

1 = {x ∨ y, x ∼ y, 0}, B2 = {xy, x ∼ y, 0}, B∗
2 = {x ∨ y, x ⊕ y, 1},

B3 = {xȳ, x ∼ y}, B∗
3 = {x ∨ ȳ, x⊕ y}.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðå-

ìà î çíà÷åíèÿõ �óíêöèè Øåííîíà äëèíû åäèíè÷íîãî ïðîâåðÿþùåãî òåñòà

îòíîñèòåëüíî îäèíî÷íûõ êîíñòàíòíûõ íåèñïðàâíîñòåé íà âûõîäàõ ýëåìåí-

òîâ äëÿ �îðìóë íàä áàçèñîì B, B ∈ {B1, B
∗
1 , B2, B

∗
2 , B3, B

∗
3}.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî B èç {B1, B
∗
1 , B2, B

∗
2 , B3, B

∗
3} èìåþò ìåñòî ñëå-

äóþùèå ðàâåíñòâà: Ldt
F,B(O

c
1, n) = 1 ïðè n = 0, Ldt

F,B(O
c
1, n) = 2 ïðè n = 1,

Ldt
F,B(O

c
1, n) = 3 ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n, n > 3. Äëÿ ëþáîãî B èç

{B1, B
∗
1 , B2, B

∗
2} ïðè n = 2 âåðíî ðàâåíñòâî Ldt

F,B(O
c
1, n) = 3. Äëÿ ëþáî-

ãî B èç {B3, B
∗
3} ïðè n = 2 âåðíî ðàâåíñòâî Ldt

F,B(O
c
1, n) = 2.

Äîêàæåì íåñêîëüêî ëåìì.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî B èç {B1, B
∗
1 , B2, B

∗
2} ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Ldt
F,B(O

c
1, n) > 3 ïðè âñÿêîì n, n > 2. Äëÿ ëþáîãî B èç {B3, B

∗
3} ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî Ldt
F,B(O

c
1, n) > 3 ïðè âñÿêîì n, n > 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé 1. �àññìîòðèì ñëó÷àé áàçèñà B ∈ {B1, B2}.
Ïóñòü f = x1 ∨ x2, à S � íåèçáûòî÷íàÿ �îðìóëà íàä áàçèñîì B, çàâè-

ñÿùàÿ îò ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn (n > 2), ðåàëèçóþùàÿ f è äîïóñêàþ-

ùàÿ åäèíè÷íûé ïðîâåðÿþùèé òåñò èç äâóõ íàáîðîâ θ, ξ. Îòìåòèì, ÷òî,

ïîñêîëüêó �óíêöèÿ f íå ðàâíà êîíñòàíòå, íà âûõîäå �îðìóëû âîçíèêà-

þò îáà çíà÷åíèÿ 0 è 1, òàê ÷òî äëèíà òåñòà íå ìåíüøå äâóõ (íà îäíîì
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íàáîðå íåâîçìîæíî îáíàðóæèòü îäíó èç äâóõ êîíñòàíòíûõ íåèñïðàâíî-

ñòåé íà âûõîäå âûõîäíîãî ýëåìåíòà, � ïðîòèâîðå÷èå ñ íåèçáûòî÷íîñòüþ

�îðìóëû S). Ôóíêöèþ îò ïåðåìåííûõ �îðìóëû S, ðåàëèçóåìóþ íà âûõî-

äå �óíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà E â îòñóòñòâèå íåèñïðàâíîñòåé, îáîçíà÷èì

êàê fE . Ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé, ñëåäîâàòåëüíî, â S íàéäåòñÿ òà-

êîé áëèæàéøèé ê âûõîäó �îðìóëû êîíúþíêòîð E, ÷òî �óíêöèÿ fE �

íåëèíåéíàÿ, â êàæäîé âåðøèíå, èç êîòîðîé ïðîâåäåíà äóãà êî âõîäó E,

ðåàëèçóåòñÿ íåðàâíàÿ êîíñòàíòå �óíêöèÿ, è äëÿ âñÿêîãî �óíêöèîíàëüíî-

ãî ýëåìåíòà Ẽ, ïðèíàäëåæàùåãî ê åäèíñòâåííîé ïðîñòîé îðèåíòèðîâàííîé

öåïè C îò êîíúþíêòîðà E ê âûõîäó �îðìóëû S, �óíêöèÿ fẼ òàêæå ÿâ-

ëÿåòñÿ íåëèíåéíîé. Åñëè ïîäîáíûõ êîíúþíêòîðîâ â S èìååòñÿ íåñêîëüêî,

ëþáîé èç íèõ ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå E. Ïóñòü u (v) � òà âåðøèíà, äóãà

èç êîòîðîé âåäåò ê ëåâîìó (ñîîòâåòñòâåííî ïðàâîìó) âõîäó êîíúþíêòîðà

E. Ïîñêîëüêó íà âûõîäå E â îòñóòñòâèå íåèñïðàâíîñòåé âîçíèêàþò îáà

áóëåâûõ çíà÷åíèÿ, èìååì: fE(θ) 6= fE(ξ). Ïóñòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,
fE(θ) = 0, fE(ξ) = 1 (è, çíà÷èò, íà íàáîðå ξ íà îáîèõ âõîäàõ ýëåìåíòà E

òàêæå âîçíèêàþò åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ). Ïåðåáåðåì ðàçëè÷íûå ïîäñëó÷àè.

Ïîäñëó÷àé 1.1. Äîïóñòèì, â âåðøèíàõ u, v íàõîäÿòñÿ �óíêöèîíàëü-

íûå ýëåìåíòû (íàçîâåì èõ ñîîòâåòñòâåííî E ′
, E ′′

). Íå îãðàíè÷èâàÿ îáù-

íîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî fE′(θ) = 0. Â ñèëó âûáîðà E â âåðøèíàõ u,

v ðåàëèçóþòñÿ îòëè÷íûå îò êîíñòàíò �óíêöèè, òàê ÷òî fE′(θ) 6= fE′(ξ),
fE′′(θ) 6= fE′′(ξ). Ïðè ýòîì íà íàáîðàõ θ, ξ äîëæíû îáíàðóæèâàòüñÿ îáå

êîíñòàíòíûå íåèñïðàâíîñòè íà âûõîäàõ E ′
, E ′′

. Íî E � êîíúþíêòîð, è

îáíàðóæèòü âñå ýòè íåèñïðàâíîñòè íåâîçìîæíî: íà íàáîðå θ íåëüçÿ îá-

íàðóæèòü íåèñïðàâíîñòü òèïà ¾1¿ íà âûõîäå E ′′
, èáî íà âûõîäå E è ïðè

íàëè÷èè ýòîé íåèñïðàâíîñòè, è ïðè îòñóòñòâèè íåèñïðàâíîñòåé âîçíèêàåò

0, òàê ÷òî çíà÷åíèÿ íà âûõîäå ñõåìû â îáîèõ ýòèõ ñëó÷àÿõ áóäóò ðàâíûìè

(íà íàáîðå ξ òàêæå íåâîçìîæíî îáíàðóæèòü íåèñïðàâíîñòü òèïà ¾1¿ íà

âûõîäå E ′′
, ïîñêîëüêó fE′′(ξ) = 1). Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ïîäñëó÷àé 1.2. Õîòÿ áû îäíà èç âåðøèí u, v ÿâëÿåòñÿ âõîäíîé âåð-

øèíîé �îðìóëû S. Ïðåäïîëîæèì, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ÷òî âåðøèíå u

ïðèïèñàíà ïåðåìåííàÿ xi, i ∈ {1, 2, . . . , n}.

1.2.1. Ïî îïðåäåëåíèþ ýëåìåíòà E íà öåïè C íå ìîæåò îêàçàòüñÿ òà-

êîãî �óíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà e, ÷òî fe ≡ 0 èëè fe ≡ 1. Íàáîðû θ, ξ

ñîñòàâëÿþò ïðîâåðÿþùèé òåñò, çíà÷èò, íà íàáîðàõ θ è ξ íà âûõîäå âñÿêîãî

�óíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà öåïè C ïîÿâëÿþòñÿ îáà áóëåâûõ çíà÷åíèÿ.

1.2.2. Ïóñòü Ê � òàêîé áëèæàéøèé ê E ýëåìåíò ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ

2 èëè ýêâèâàëåíòíîñòè íà öåïè C, ÷òî ê åãî âõîäó, íå ó÷àñòâóþùåìó â

ïåðåäà÷å ñèãíàëîâ âäîëü öåïè C, ïðîâåäåíà äóãà èç âåðøèíû w, â êîòîðîé

íà íàáîðàõ θ, ξ ïîÿâëÿþòñÿ îáà áóëåâûõ çíà÷åíèÿ. Íî, çíà÷èò, fÊ(θ) =
fÊ(ξ), à ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåèçáûòî÷íîñòè �îðìóëû S ââèäó òîãî, ÷òî
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íåêîòîðàÿ íåòðèâèàëüíàÿ êîíñòàíòíàÿ íåèñïðàâíîñòü íà âûõîäå ýëåìåíòà

Ê íå ìîæåò áûòü îáíàðóæåíà.

1.2.3. Åñëè óñëîâèå ï. 1.2.2 íå âûïîëíÿåòñÿ, òî íà öåïè C ìîãóò îêà-

çàòüñÿ ýëåìåíòû òîëüêî ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• ýëåìåíòû ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 è ýêâèâàëåíòíîñòè, ê íå ó÷àñòâóþ-

ùèì â ïåðåäà÷å ñèãíàëîâ âäîëü öåïè C âõîäàì êîòîðûõ ïðîâåäåíû

äóãè ëèøü èç âõîäíûõ âåðøèí (áîëåå òîãî, êàæäàÿ èç ïðèïèñàííûõ

òàêèì âõîäíûì âåðøèíàì ïåðåìåííûõ äîëæíà ïðèíèìàòü îäèíàêî-

âûå çíà÷åíèÿ íà íàáîðàõ θ, ξ),

• ýëåìåíòû ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 è ýêâèâàëåíòíîñòè, ê íå ó÷àñòâóþ-

ùèì â ïåðåäà÷å ñèãíàëîâ âäîëü öåïè C âõîäàì êîòîðûõ ïðîâåäåíû

äóãè ëèøü èç òàêèõ âåðøèí, â êîòîðûõ ðåàëèçóþòñÿ òîæäåñòâåííûå

êîíñòàíòû, è

• êîíúþíêòîðû, ê íå ó÷àñòâóþùèì â ïåðåäà÷å ñèãíàëîâ âäîëü öåïè C

âõîäàì êîòîðûõ ïðîâåäåíû äóãè ëèøü èç òàêèõ âåðøèí, â êîòîðûõ

ðåàëèçóþòñÿ êîíñòàíòû ¾1¿.

1.2.3.1. Äîïóñòèì, â öåïè C âñòðå÷àåòñÿ ýëåìåíò ñëîæåíèÿ ïî ìîäó-

ëþ 2 èëè ýêâèâàëåíòíîñòè, ê îäíîìó èç âõîäîâ êîòîðîãî ïðîâåäåíà äóãà

èç âõîäíîé âåðøèíû �îðìóëû S. Åñëè òàêèõ ýëåìåíòîâ õîòÿ áû äâà, à

ñðåäè ïåðåìåííûõ, ïðèïèñàííûõ âõîäíûì âåðøèíàì, èç êîòîðûõ ïðîâå-

äåíû äóãè êî âõîäàì òàêèõ ýëåìåíòîâ, èìåþòñÿ è x1, è x2, òî íà íàáîðàõ

θ, ξ êàæäàÿ èç ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ f ïðèíèìàåò îäèíàêîâûå çíà-

÷åíèÿ. Âñëåäñòâèå ýòîãî íåêîòîðàÿ êîíñòàíòíàÿ íåèñïðàâíîñòü âûõîäíîãî

ýëåìåíòà �îðìóëû S íå áóäåò îáíàðóæåíà, � ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå

ñ íåèçáûòî÷íîñòüþ S. Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî â öåïè C íà âõîäû �óíêöè-

îíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 èëè ýêâèâàëåíòíîñòè ìîãóò

áûòü ïðîâåäåíû äóãè îò âõîäíûõ âåðøèí ëèøü îäíîé ñóùåñòâåííîé ïåðå-

ìåííîé �óíêöèè f èç äâóõ, � à èìåííî, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïåðåìåííîé

x1. Òîãäà f = xiϕ⊕cx1⊕λ⊕d, ãäå c, d ∈ {0, 1}, ϕ � íåêîòîðàÿ áóëåâà �óíê-

öèÿ, à λ � ëèíåéíàÿ áóëåâà �óíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò �èêòèâíûõ ïå-

ðåìåííûõ �óíêöèè f . Åñëè i = 1, òî f 6= x1∨x2, èáî çíà÷åíèå f íå çàâèñèò

îò x2 ïðè x1 = 0, � ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè i = 2, à ê ïðàâîìó âõîäó ýëåìåíòà
E ïðîâåäåíà äóãà îò ýëåìåíòà E ′′

, òî äëÿ òîãî, ÷òîáû îáíàðóæèòü äâå êîí-

ñòàíòíûå íåèñïðàâíîñòè íà âûõîäå E ′′
, ïåðåìåííàÿ x2 äîëæíà îáðàùàòüñÿ

â åäèíèöó íà îáîèõ íàáîðàõ θ, ξ. Íî òîãäà íà íàáîðàõ θ, ξ êàæäàÿ èç ñóùå-

ñòâåííûõ ïåðåìåííûõ �óíêöèè f ïðèíèìàåò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ, ïîýòî-

ìó íåêîòîðàÿ êîíñòàíòíàÿ íåèñïðàâíîñòü âûõîäíîãî ýëåìåíòà �îðìóëû S

îáíàðóæåíà íå áóäåò, � ìû ñíîâà ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ íåèçáûòî÷íî-

ñòüþ S. Åñëè i = 2, è ïðè ýòîì ê ïðàâîìó âõîäó ýëåìåíòà E ïðîâåäåíà
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äóãà îò âõîäíîé âåðøèíû, à ýòîé âõîäíîé âåðøèíå ïðèïèñàíà ïåðåìåííàÿ

xj (j ∈ {1, 2, . . . , n}, j 6= 2), òî f = x2xj ⊕ cx1 ⊕ λ⊕ d 6= x1 ∨ x2, � ïðîòèâî-

ðå÷èå. Åñëè i > 2, òî f 6= x1 ∨ x2, èáî ïåðåìåííàÿ xi îêàæåòñÿ ñóùåñòâåí-

íîé äëÿ �îðìóëû S, ïîñêîëüêó îíà âñòðå÷àåòñÿ â ñëàãàåìîì íàèáîëüøåé

ñòåïåíè ïîëèíîìà Æåãàëêèíà íåëèíåéíîé �óíêöèè xiϕ. Ïðîòèâîðå÷èå ñ

òåì, ÷òî �îðìóëà S ðåàëèçóåò f . Ïóñòü òåïåðü â öåïè C íå âñòðå÷àåòñÿ

íè îäèí ýëåìåíò ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 èëè ýêâèâàëåíòíîñòè, ê îäíîìó

èç âõîäîâ êîòîðîãî ïðîâåäåíà äóãà èç òàêîé âõîäíîé âåðøèíû �îðìóëû

S, êîòîðîé ïðèïèñàí ñèìâîë ïåðåìåííîé èç ìíîæåñòâà {x1, x2}, íî ìî-

ãóò âñòðå÷àòüñÿ ýëåìåíòû ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 èëè ýêâèâàëåíòíîñòè,

ê íåçàäåéñòâîâàííûì â ïåðåäà÷å ñèãíàëîâ âäîëü öåïè C âõîäàì êîòîðûõ

ïðîâåäåíû äóãè èç òàêèõ âõîäíûõ âåðøèí �îðìóëû S, êîòîðûì ïðèïè-

ñàíû ñèìâîëû ïåðåìåííûõ èç ìíîæåñòâà {x3, . . . , xn}. Òîãäà f = xiϕ ⊕ λ,

ãäå ϕ � íåêîòîðàÿ áóëåâà �óíêöèÿ, à λ � ëèíåéíàÿ áóëåâà �óíêöèÿ, íå

çàâèñÿùàÿ îò ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ �óíêöèè f . Åñëè f = x1 ∨ x2, òî

xiϕ⊕λ⊕x1x2⊕x1⊕x2 ≡ 0, íî ýòî íåâîçìîæíî, èáî â ïîëèíîìå Æåãàëêèíà

�óíêöèè xiϕ⊕ λ⊕ x1x2 ⊕ x1 ⊕ x2 â êà÷åñòâå ñëàãàåìîãî îñòàíåòñÿ âñÿêàÿ

ïåðåìåííàÿ èç ìíîæåñòâà {x1, x2}, êîòîðàÿ îòëè÷íà îò xi (è ýòà �óíêöèÿ

áóäåò èìåòü õîòÿ áû îäíó ñóùåñòâåííóþ ïåðåìåííóþ â ñèëó òåîðåìû î

åäèíñòâåííîñòè ïîëèíîìà Æåãàëêèíà), � ïðîòèâîðå÷èå.

1.2.3.2. Ïðè íåâûïîëíåíèè óñëîâèé ïóíêòîâ 1.2.2 è 1.2.3.1 äëÿ ëþáîãî

ýëåìåíòà (ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2, ýêâèâàëåíòíîñòè èëè êîíúþíêöèè) öåïè

C ñïðàâåäëèâî, ÷òî ê íå ó÷àñòâóþùåìó â ïåðåäà÷å ñèãíàëîâ âäîëü öåïè C

åãî âõîäó ïðîâåäåíà äóãà èç âåðøèíû, â êîòîðîé ðåàëèçóåòñÿ òîæäåñòâåí-

íàÿ êîíñòàíòà. Òîãäà íà âûõîäå �îðìóëû S ðåàëèçóåòñÿ áóëåâà �óíêöèÿ

âèäà g = xiϕ ⊕ d, ãäå d ∈ {0, 1}, à ϕ � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ. Íî çíà÷åíèå

�óíêöèè g ïðè xi = 0 íå çàâèñèò îò çíà÷åíèé íå ðàâíûõ xi ñóùåñòâåííûõ

ïåðåìåííûõ �óíêöèè f = x1 ∨ x2, ïîýòîìó g 6= x1 ∨ x2. Ïðîòèâîðå÷èå ñ

òåì, ÷òî �îðìóëà S ðåàëèçóåò f .

Ïîñêîëüêó â êàæäîì âîçìîæíîì âàðèàíòå ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ,

çàêëþ÷àåì: äëèíà ìèíèìàëüíîãî ïðîâåðÿþùåãî òåñòà äëÿ ïðîèçâîëüíîé

íåèçáûòî÷íîé �îðìóëû, ðåàëèçóþùåé äèçúþíêöèþ x1 ∨ x2, íå ìåíüøå

òðåõ. Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n, n > 2, èìååì: Ldt
F,B(O

c
1, n) > Ldt

F,B(O
c
1, x1∨

x2) > 3, ÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå ëåììû ïðè B ∈ {B1, B2}.

Ñëó÷àé 2. �àññìîòðèì ñëó÷àé áàçèñà B = B3 = {xȳ, x ∼ y} è n > 3.
Ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò xȳ áóäåì èìåíîâàòü êîñûì êîíúþíêòîðîì èëè

ýëåìåíòîì êîñîé êîíúþíêöèè, ïîëàãàÿ äàëåå ïî óìîë÷àíèþ, ÷òî îò ïåðâî-

ãî (ëåâîãî) àðãóìåíòà êîñàÿ êîíúþíêöèÿ çàâèñèò ìîíîòîííî, à îò âòîðîãî

(ïðàâîãî) � àíòèìîíîòîííî. Çàìåòèì: x1x̄1 ≡ 0. Ïóñòü f = m(x1, x2, x3) =
x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3, à S � íåèçáûòî÷íàÿ �îðìóëà íàä áàçèñîì B, çàâèñÿ-

ùàÿ îò ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn (n > 3), ðåàëèçóþùàÿ f è äîïóñêàþùàÿ
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åäèíè÷íûé ïðîâåðÿþùèé òåñò èç äâóõ íàáîðîâ θ, ξ. Îòìåòèì, ÷òî, ïî-

ñêîëüêó �óíêöèÿ f íå ðàâíà êîíñòàíòå, íà âûõîäå �îðìóëû âîçíèêàþò

îáà çíà÷åíèÿ 0 è 1, òàê ÷òî äëèíà òåñòà íå ìåíüøå äâóõ (íà îäíîì íàáî-

ðå íåâîçìîæíî îáíàðóæèòü îäíó èç äâóõ êîíñòàíòíûõ íåèñïðàâíîñòåé íà

âûõîäå âûõîäíîãî ýëåìåíòà, � ïðîòèâîðå÷èå ñ íåèçáûòî÷íîñòüþ �îðìóëû

S). Ôóíêöèþ îò ïåðåìåííûõ �îðìóëû S, ðåàëèçóåìóþ íà âûõîäå �óíêöè-

îíàëüíîãî ýëåìåíòà E â îòñóòñòâèå íåèñïðàâíîñòåé, êàê è ðàíüøå, áóäåì

îáîçíà÷àòü ÷åðåç fE . Ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé, ñëåäîâàòåëüíî, â S

íàéäåòñÿ òàêîé áëèæàéøèé ê âûõîäó �îðìóëû êîñîé êîíúþíêòîð E, ÷òî

�óíêöèÿ fE � íåëèíåéíàÿ, â êàæäîé âåðøèíå, èç êîòîðîé ïðîâåäåíà äóãà

êî âõîäó E, ðåàëèçóåòñÿ íåðàâíàÿ êîíñòàíòå �óíêöèÿ, è äëÿ âñÿêîãî �óíê-

öèîíàëüíîãî ýëåìåíòà Ẽ, ïðèíàäëåæàùåãî ê åäèíñòâåííîé ïðîñòîé îðèåí-

òèðîâàííîé öåïè C îò êîñîãî êîíúþíêòîðà E ê âûõîäó �îðìóëû S, �óíê-

öèÿ fẼ òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé. Åñëè ïîäîáíûõ êîñûõ êîíúþíêòîðîâ

â S èìååòñÿ íåñêîëüêî, ëþáîé èç íèõ ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå E. Ïóñòü u

(v) � òà âåðøèíà, äóãà èç êîòîðîé âåäåò ê ëåâîìó (ñîîòâåòñòâåííî ïðà-

âîìó) âõîäó êîñîãî êîíúþíêòîðà E. Ïîñêîëüêó íà âûõîäå E â îòñóòñòâèå

íåèñïðàâíîñòåé âîçíèêàþò îáà áóëåâûõ çíà÷åíèÿ, èìååì: fE(θ) 6= fE(ξ).
Ïóñòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, fE(θ) = 0, fE(ξ) = 1 (è, çíà÷èò, íà íà-

áîðå ξ íà ëåâîì âõîäå ýëåìåíòà E âîçíèêàåò åäèíè÷íîå çíà÷åíèå, à íà

ïðàâîì � íóëåâîå). Ïåðåáåðåì ðàçëè÷íûå ïîäñëó÷àè.

Ïîäñëó÷àé 2.1. Äîïóñòèì, â âåðøèíàõ u, v íàõîäÿòñÿ �óíêöèîíàëü-

íûå ýëåìåíòû (íàçîâåì èõ ñîîòâåòñòâåííî E ′
, E ′′

). Ïî îïðåäåëåíèþ ýëå-

ìåíòà E â âåðøèíàõ u, v ðåàëèçóþòñÿ îòëè÷íûå îò êîíñòàíò �óíêöèè, òàê

÷òî fE′(θ) 6= fE′(ξ), fE′′(θ) 6= fE′′(ξ). Òàê êàê fE(ξ) = 1, èìååì: fE′(ξ) = 1,
fE′′(ξ) = 0, fE′(θ) = 0, fE′′(θ) = 1. Ïðè ýòîì íà íàáîðàõ θ, ξ äîëæíû îá-

íàðóæèâàòüñÿ îáå êîíñòàíòíûå íåèñïðàâíîñòè íà âûõîäàõ E ′
, E ′′

. Íî E �

êîñîé êîíúþíêòîð, è îáíàðóæèòü âñå ýòè íåèñïðàâíîñòè íåâîçìîæíî. Òàê

êàê fE′(θ) = 0, òî íà íàáîðå θ íåëüçÿ îáíàðóæèòü íåèñïðàâíîñòü òèïà ¾0¿
íà âûõîäå E ′′

, èáî íà âûõîäå E è ïðè íàëè÷èè ýòîé íåèñïðàâíîñòè, è ïðè

îòñóòñòâèè íåèñïðàâíîñòåé âîçíèêàåò 0, òàê ÷òî çíà÷åíèÿ íà âûõîäå ñõå-

ìû â îáîèõ ýòèõ ñëó÷àÿõ áóäóò ðàâíûìè (íà íàáîðå ξ òàêæå íåâîçìîæíî

îáíàðóæèòü íåèñïðàâíîñòü òèïà ¾0¿ íà âûõîäå E ′′
, ïîñêîëüêó fE′′(ξ) = 0).

Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ïîäñëó÷àé 2.2. Äîïóñòèì, õîòÿ áû îäíà èç âåðøèí u, v ÿâëÿåòñÿ

âõîäíîé âåðøèíîé �îðìóëû S. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðøèíå u èëè âåðøèíå

v ïðèïèñàíà ïåðåìåííàÿ xi, i ∈ {1, 2, . . . , n}.

2.2.1. Ïî îïðåäåëåíèþ ýëåìåíòà E íà öåïè C íå ìîæåò îêàçàòüñÿ òà-

êîãî �óíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà e, ÷òî fe ≡ 0 èëè fe ≡ 1. Íàáîðû θ, ξ

ñîñòàâëÿþò ïðîâåðÿþùèé òåñò, çíà÷èò, íà íàáîðàõ θ è ξ íà âûõîäå âñÿêîãî

�óíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà öåïè C ïîÿâëÿþòñÿ îáà áóëåâûõ çíà÷åíèÿ.
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2.2.2. Ïóñòü Ê � òàêîé áëèæàéøèé ê E ýëåìåíò ýêâèâàëåíòíîñòè íà

öåïè C, ÷òî ê åãî âõîäó, íå ó÷àñòâóþùåìó â ïåðåäà÷å ñèãíàëîâ âäîëü öåïè

C, ïðîâåäåíà äóãà èç âåðøèíû w, â êîòîðîé íà íàáîðàõ θ, ξ ïîÿâëÿþò-

ñÿ îáà áóëåâûõ çíà÷åíèÿ. Íî, çíà÷èò, fÊ(θ) = fÊ(ξ), à ýòî ïðîòèâîðå÷èò

íåèçáûòî÷íîñòè �îðìóëû S ââèäó òîãî, ÷òî íåêîòîðàÿ íåòðèâèàëüíàÿ êîí-

ñòàíòíàÿ íåèñïðàâíîñòü íà âûõîäå ýëåìåíòà Ê íå ìîæåò áûòü îáíàðóæåíà.

2.2.3. Åñëè óñëîâèå ï. 2.2.2 íå âûïîëíÿåòñÿ, òî íà öåïè C ìîãóò îêà-

çàòüñÿ ýëåìåíòû òîëüêî ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. ýëåìåíòû ýêâèâàëåíòíîñòè, ê íå ó÷àñòâóþùèì â ïåðåäà÷å ñèãíàëîâ

âäîëü öåïè C âõîäàì êîòîðûõ ïðîâåäåíû äóãè ëèøü èç âõîäíûõ âåð-

øèí (áîëåå òîãî, êàæäàÿ èç ïðèïèñàííûõ òàêèì âõîäíûì âåðøèíàì

ïåðåìåííûõ äîëæíà ïðèíìàòü îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà íàáîðàõ θ,

ξ),

2. ýëåìåíòû ýêâèâàëåíòíîñòè, ê íå ó÷àñòâóþùèì â ïåðåäà÷å ñèãíàëîâ

âäîëü öåïè C âõîäàì êîòîðûõ ïðîâåäåíû äóãè ëèøü èç òàêèõ âåðøèí,

â êîòîðûõ ðåàëèçóþòñÿ òîæäåñòâåííûå êîíñòàíòû, à òàêæå

3. êîñûå êîíúþíêòîðû, ê íå ó÷àñòâóþùèì â ïåðåäà÷å ñèãíàëîâ âäîëü

öåïè C âõîäàì êîòîðûõ ïðîâåäåíû äóãè ëèøü èç òàêèõ âåðøèí, â

êîòîðûõ ðåàëèçóþòñÿ êîíñòàíòû (ïðè÷åì êîíñòàíòû, íå ïðåâðàùà-

þùèå �óíêöèè íà âûõîäàõ ýòèõ êîñûõ êîíúþíêòîðîâ â êîíñòàíòû

0).

2.2.3.1. Äîïóñòèì, â öåïè C âñòðå÷àåòñÿ ýëåìåíò ýêâèâàëåíòíîñòè, ê

îäíîìó èç âõîäîâ êîòîðîãî ïðîâåäåíà äóãà èç âõîäíîé âåðøèíû �îðìó-

ëû S. Òîãäà íà âûõîäå �îðìóëû S ðåàëèçóåòñÿ áóëåâà �óíêöèÿ âèäà

g = xσ
i ϕ ⊕ λ, ãäå σ ∈ {0, 1}, ϕ � íåêîòîðàÿ áóëåâà �óíêöèÿ, à λ �

ëèíåéíàÿ áóëåâà �óíêöèÿ. Íî â òàêîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó �óíêöèÿ f =
m(x1, x2, x3) � íåëèíåéíàÿ, êàæäîå ñëàãàåìîå ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè ïî-

ëèíîìà Æåãàëêèíà �óíêöèè f îáÿçàíî ñîäåðæàòü ïåðåìåííóþ xi, ñëåäî-

âàòåëüíî, ïî òåîðåìå î åäèíñòâåííîñòè ïîëèíîìà Æåãàëêèíà ó áóëåâîé

�óíêöèè, g 6= m(x1, x2, x3), � ïðîòèâîðå÷èå.

2.2.3.2. Ïðè íåâûïîëíåíèè óñëîâèé ïóíêòîâ 2.2.2 è 2.2.3.1 äëÿ ëþáîãî

ýëåìåíòà (ýêâèâàëåíòíîñòè èëè êîñîé êîíúþíêöèè) öåïè C ñïðàâåäëèâî,

÷òî ê íå ó÷àñòâóþùåìó â ïåðåäà÷å ñèãíàëîâ âäîëü öåïè C åãî âõîäó ïðî-

âåäåíà äóãà èç âåðøèíû, â êîòîðîé ðåàëèçóåòñÿ òîæäåñòâåííàÿ êîíñòàíòà.

Òîãäà íà âûõîäå �îðìóëû S ðåàëèçóåòñÿ áóëåâà �óíêöèÿ âèäà g = xσ
i ϕ⊕d,

ãäå σ, d ∈ {0, 1}, à ϕ � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ. Íî çíà÷åíèå �óíêöèè g ïðè

xi = σ̄ íå çàâèñèò îò çíà÷åíèé íå ðàâíûõ xi ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ

�óíêöèè f = m(x1, x2, x3), ïîýòîìó g 6= m(x1, x2, x3). Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì,
÷òî �îðìóëà S ðåàëèçóåò f .
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Ïîñêîëüêó â êàæäîì âîçìîæíîì âàðèàíòå ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå-

÷èþ, çàêëþ÷àåì: äëèíà ìèíèìàëüíîãî ïðîâåðÿþùåãî òåñòà äëÿ ïðîèç-

âîëüíîé íåèçáûòî÷íîé �îðìóëû, ðåàëèçóþùåé ìåäèàíó m(x1, x2, x3) =
x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3, íå ìåíüøå òðåõ. Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n, n > 3,
èìååì: Ldt

F,B(O
c
1, n) > Ldt

F,B(O
c
1, m(x1, x2, x3)) > 3.

Ñëó÷àé 3. Òåïåðü óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ ñëó÷àÿ áàçèñà B, B ∈
{B∗

1 , B
∗
2 , B

∗
3} âûòåêàåò èç ñëó÷àåâ 1 è 2 äîêàçàòåëüñòâà äàííîé ëåììû â

ñèëó ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè.

Ëåììà äîêàçàíà. �

Â ñëåäóþùåé ëåììå óñòàíàâëèâàåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, âåðõíÿÿ îöåíêà 3
�óíêöèè Øåííîíà äëèíû åäèíè÷íîãî ïðîâåðÿþùåãî òåñòà îòíîñèòåëüíî

ïðîèçâîëüíûõ êîíñòàíòíûõ íåèñïðàâíîñòåé íà âûõîäàõ �óíêöèîíàëüíûõ

ýëåìåíòîâ â áàçèñå B1 = {xy, x⊕ y, 1}.

Ëåììà 2. Ldt
F,B1

(Oc
1, n) = 1 ïðè n = 0. Ldt

F,B1
(Oc

1, n) = 2 ïðè n = 1. Ïðè
ëþáîì n, n > 2, n ∈ N, èìååò ìåñòî îöåíêà Ldt

F,B1
(Oc

1, n) 6 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n � öåëîå ïîëîæèòåëüíîå, f(x1, x2, . . . , xn) �
ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà �óíêöèÿ.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü ÷èñëî ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ �óíêöèè f ðàâíî

íóëþ. Ïðè f ≡ 0 (f � êîíñòàíòà íîëü) íåèçáûòî÷íàÿ �îðìóëà (x1 ⊕ x1)
îáëàäàåò åäèíè÷íûì ïðîâåðÿþùèì òåñòîì {(0)}: íåèñïðàâíîñòü òèïà ¾1¿
íà âûõîäå ýëåìåíòà ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 îáíàðóæèâàåòñÿ íà íàáîðå (0),
íåèñïðàâíîñòü òèïà ¾0¿ íà âûõîäå ýëåìåíòà ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 òðè-

âèàëüíà è íå äîëæíà îáíàðóæèâàòüñÿ. ßñíî, ÷òî âñÿêàÿ �îðìóëà, ðåà-

ëèçóþùàÿ êîíñòàíòó, ñîäåðæèò âûõîäíîé ýëåìåíò ñ òðèâèàëüíîé íåîáíà-

ðóæèâàåìîé íåèñïðàâíîñòüþ. Îáîéòèñü áåç �èêòèâíîé ïåðåìåííîé äëÿ

ðåàëèçàöèè êîíñòàíòû 0 â áàçèñå B1 ìîæíî ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (1 ⊕ 1),
îäíàêî äëÿ îáíàðóæåíèÿ íåòðèâèàëüíûõ íåèñïðàâíîñòåé ëó÷øå ðàññìîò-

ðåòü ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå êàêîé-òî �èêòèâíîé ïåðåìåííîé, ñ÷èòàÿ è â

ýòîì ñëó÷àå äëèíó òåñòà ðàâíîé 1.

Ïîäñëó÷àé f ≡ 1 ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå �îðìóëû 1 áåç ñóùå-

ñòâåííûõ ïåðåìåííûõ; äëÿ îáíàðóæåíèÿ åäèíñòâåííîé íåòðèâèàëüíîé íåèñ-

ïðàâíîñòè (òèïà ¾0¿) ëó÷øå è çäåñü ðàññìîòðåòü ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå

êàêîé-òî �èêòèâíîé ïåðåìåííîé, ñ÷èòàÿ â ýòîì ñëó÷àå äëèíó òåñòà ðàâíîé

1. Ìèíèìàëüíîñòü òåñòà â îáîèõ ïîäñëó÷àÿõ î÷åâèäíà ââèäó íàëè÷èÿ äâóõ

íåðàâíûõ �óíêöèé íåèñïðàâíîñòè.

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü ÷èñëî ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ �óíêöèè f ðàâíî

îäíîìó. Ïðè f = x1 â �îðìóëå x1 íåò �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ïîýòîìó

Ldt
F,B1

(Oc
1, f) = 0.

Ïðè f = x̄1 íåèçáûòî÷íàÿ �îðìóëà (x1 ⊕ 1), î÷åâèäíî, îáëàäàåò åäè-
íè÷íûì ïðîâåðÿþùèì òåñòîì {(0), (1)}. Äàííàÿ �óíêöèÿ ïðèíèìàåò îáà
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çíà÷åíèÿ, òàê ÷òî äëèíà ìèíèìàëüíîãî òåñòà äëÿ f ðàâíà äâóì.

Ñëó÷àé 3. Ïóñòü òåïåðü ÷èñëî ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ �óíêöèè

f íå ìåíüøå äâóõ (èìåííî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ f(x1, x2, . . . , xn)
ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âñåõ n ïåðåìåííûõ, n > 2). Ïðåäñòàâèì �óíêöèþ

f òàê:

f = x̄1f0(x2, . . . , xn)⊕ x1f1(x2, . . . , xn), (1)

ãäå fσ(x2, . . . , xn) = f(σ, x2, . . . , xn) ïðè σ ∈ {0, 1}. �àçëîæèì êàæäóþ èç

�óíêöèé f0, f1 â ïîëèíîì Æåãàëêèíà:

fσ(x2, . . . , xn) =
kσ⊕

iσ=1

Kσ,iσ ⊕ aσ, (2)

ãäåKσ,iσ = xσ,iσ ,1xσ,iσ ,2 · · ·xσ,iσ ,rσ,iσ
� êîíúþíêöèÿ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïåðå-

ìåííûõ (çäåñü è äàëåå ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ êîíúþíêöèé â áåññêîáî÷íûõ

�îðìóëàõ � ñëåâà íàïðàâî), aσ � êîíñòàíòà (σ ∈ {0, 1}, kσ ∈ N ∪ {0},
iσ = 1, kσ, rσ,iσ ∈ {1, . . . , n − 1}, xσ,iσ ,j ∈ {x2, . . . , xn} ïðè j = 1, rσ,iσ).
Ïóñòü, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ðàíã êàæäîé êîíúþíêöèè Kσ,1 ÿâëÿåòñÿ íàè-

ìåíüøèì ñðåäè âñåõ êîíúþíêöèé Kσ,iσ (iσ = 1, kσ). Îáîçíà÷èì K̂0,i0 =

(x1 ⊕ 1)x0,i0,1x0,i0,2 · · ·x0,i0,r0,i0
, K̂1,i1 = x1x1,i1,1x1,i1,2 · · ·x1,i1,r1,i1

. Ïîäñòàâèâ

(2) â (1), ñ î÷åâèäíîñòüþ ïðèäåì ê ñëåäóþùåìó ïðåäñòàâëåíèþ �óíêöèè

f :

f = (((...((((...(K̂0,1⊕K̂0,2)⊕...)⊕K̂0,k0)⊕K̂1,1)⊕K̂1,2)⊕...)⊕K̂1,k1)⊕ax1)⊕a0,

(3)
ãäå a = a0 ⊕ a1, à êàæäîå èç ñëàãàåìûõ ax1 è a0 íàëè÷åñòâóåò â (3) òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå ðàâíî êîíñòàíòå 0. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå k1 = 0
ñëàãàåìûå K̂1,1, K̂1,2, . . . , K̂1,k1 â �îðìóëå (3) îòñóòñòâóþò.

Íà÷íåì ïåðåáèðàòü ðàçëè÷íûå ïîäñëó÷àè.

Ïîäñëó÷àé 3.1. ×èñëî k0 ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì, k0 > 0. Ïóñòü, íå óìàëÿÿ
îáùíîñòè, a0 = 1 (òîãäà îáùåå ÷èñëî íå ðàâíûõ êîíñòàíòå 0 ñëàãàåìûõ â

ïðàâîé ÷àñòè (3) íå ìåíüøå òðåõ, òàê ÷òî äëÿ ïåðåõîäà ê âàðèàíòó a0 =
0 ïîñëåäíèé âñòðå÷àþùèéñÿ â (3) ÿâíî ýëåìåíò ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2

ñëåäóåò óäàëèòü âìåñòå ñî ñìåæíûì ñ íèì ýëåìåíòîì ¾êîíñòàíòà 1¿: òåñò

äëÿ �îðìóëû íå èçìåíèòñÿ ïîñëå ïîäîáíîé ìîäè�èêàöèè).

Ïóñòü α = (0, 1, . . . , 1), β = (1, 1, . . . , 1), γ = (0, γ′) � n-ðàçðÿäíûå

äâîè÷íûå íàáîðû, à γ′
� (n− 1)-ðàçðÿäíûé äâîè÷íûé íàáîð çíà÷åíèé ïå-

ðåìåííûõ (x2, . . . , xn), â êîòîðîì åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ïå-

ðåìåííûì x0,1,1, x0,1,2, . . . , x0,1,r0,1 , à íóëåâûå � îñòàëüíûì ïåðåìåííûì èç

ìíîæåñòâà {x2, . . . , xn}.
Áóäåì â äàëüíåéøåì áåç ÿâíîãî óïîìèíàíèÿ ïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî åñëè

â �îðìóëå íà êàêîì-òî íàáîðå â öåïî÷êå ýëåìåíòîâ ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2
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ïîÿâèëîñü íåâåðíîå çíà÷åíèå èç-çà âîçäåéñòâèÿ èñòî÷íèêà Oc
1, òî íà ýòîì

íàáîðå íà âûõîäå ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà öåïî÷êè ïîÿâèòñÿ íåâåðíîå çíà÷å-

íèå.

Íà íàáîðå α îáíàðóæèâàþòñÿ âñå íåèñïðàâíîñòè òèïà ¾0¿ íà âûõîäàõ

ýëåìåíòîâ â ïîä�îðìóëàõ K̂0,1, K̂0,2, . . . , K̂0,k0 �îðìóëû (3) (äåéñòâèòåëü-

íî, íà âûõîäàõ âñåõ ýëåìåíòîâ óêàçàííûõ ïîä�îðìóë íà íàáîðå α âîçíè-

êàþò çíà÷åíèÿ 1, à ñàìè ýòè ýëåìåíòû ñóòü ëèáî êîíúþíêòîðû, ó êîòîðûõ

íà îáà âõîäà ïîñòóïàþò çíà÷åíèÿ 1, ëèáî ýëåìåíòû ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2,

ó êîòîðûõ íà âõîäû ïîñòóïàþò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ, ëèáî ýëåìåíòû ¾êîí-

ñòàíòà 1¿, ïîýòîìó âñÿêàÿ íåèñïðàâíîñòü òèïà ¾0¿ ïðèâåäåò ê âîçíèêíî-

âåíèþ íåâåðíîãî çíà÷åíèÿ è íà âûõîäå òîé èç ïåðå÷èñëåííûõ ïîä�îðìóë,

ãäå íåèñïðàâíîñòü ïðîÿâèëàñü, è íà âûõîäå âñåé �îðìóëû), âñå íåèñïðàâ-

íîñòè òèïà ¾1¿ íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ â ïîä�îðìóëàõ K̂1,1, K̂1,2, . . . , K̂1,k1

�îðìóëû (3) (äåéñòâèòåëüíî, íà ëåâûõ âõîäàõ âñåõ ýëåìåíòîâ óêàçàííûõ

ïîä�îðìóë íà íàáîðå α âîçíèêàþò çíà÷åíèÿ 0, ëåâûå âõîäû ýòèõ ýëåìåí-

òîâ, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, çàíÿòû â òðàíñïîðòèðîâêå çíà÷åíèé âäîëü îáðàçó-

þùåé ïîä�îðìóëó öåïî÷êè ýëåìåíòîâ, ýëåìåíòû öåïî÷êè ñóòü ýëåìåíòû

êîíúþíêöèè, íà ïðàâûå âõîäû êîòîðûõ ïîñòóïàþò çíà÷åíèÿ 1, ïîýòîìó

ëþáàÿ íåèñïðàâíîñòü òèïà ¾1¿ ïðèâåäåò ê âîçíèêíîâåíèþ íåâåðíîãî çíà-

÷åíèÿ è íà âûõîäå òîé èç ïåðå÷èñëåííûõ ïîä�îðìóë, ãäå íåèñïðàâíîñòü

ïðîÿâèëàñü, è íà âûõîäå âñåé �îðìóëû), êðîìå òîãî (ïî ïðè÷èíå òîãî,

÷òî k0 � ÷åòíîå, è òîãî, ÷òî íà íàáîðå α íà âûõîäàõ âñåõ ïîä�îðìóë

K̂0,1, K̂0,2, . . . , K̂0,k0 �îðìóëû (3) âîçíèêàþò çíà÷åíèÿ 1, à íà âûõîäàõ âñåõ

ïîä�îðìóë K̂1,1, K̂1,2, . . . , K̂1,k1, ax1 �îðìóëû (3) âîçíèêàþò çíà÷åíèÿ 0),

îáíàðóæèâàþòñÿ âñå íåèñïðàâíîñòè òèïà ¾1¿ íà âûõîäàõ òåõ ýëåìåíòîâ

ñëîæåíèé ïî ìîäóëþ 2 â �îðìóëå (3), ê ïðàâûì âõîäàì êîòîðûõ âåäåò äó-

ãà îò ïîñëåäíåé âåðøèíû õîòÿ áû îäíîãî ñëàãàåìîãî èç ñïèñêà K̂1,1, K̂1,2,

. . . , K̂1,k1 , ax1, à òàêæå íåèñïðàâíîñòè òèïà ¾0¿ íà âûõîäàõ ïîñëåäíåãî íà-

ëè÷åñòâóþùåãî ÿâíî â (3) ýëåìåíòà ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 è ñîåäèíåííîãî

ñ åãî ïðàâûì âõîäîì ýëåìåíòà ¾êîíñòàíòà 1¿ (èáî a0 = 1).

Íà íàáîðå β îáíàðóæèâàþòñÿ âñå íåèñïðàâíîñòè òèïà ¾1¿ íà âûõîäàõ

ýëåìåíòîâ â ïîä�îðìóëàõ K̂0,1, K̂0,2, . . . , K̂0,k0 �îðìóëû (3), âñå íåèñïðàâ-

íîñòè òèïà ¾0¿ íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ â ïîä�îðìóëàõ K̂1,1, K̂1,2, . . . , K̂1,k1

�îðìóëû (3), à òàêæå âñå íåèñïðàâíîñòè òèïà ¾1¿ íà âûõîäàõ òåõ ýëåìåí-

òîâ ñëîæåíèé ïî ìîäóëþ 2 â �îðìóëå (3), ê âõîäàì êîòîðûõ âåäåò äóãà îò

ïîñëåäíåé âåðøèíû õîòÿ áû îäíîãî ñëàãàåìîãî èç ñïèñêà K̂0,1, K̂0,2, . . . ,

K̂0,k0.

Íà íàáîðå γ, ïîñêîëüêó ðàíã êîíúþíêöèè K̂0,1 ìèíèìàëåí ñðåäè ðàíãîâ

âñåõ êîíúþíêöèé K̂0,i0 (i0 = 1, k0) â �îðìóëå (3), íà ëåâûé âõîä ïåðâîãî

ýëåìåíòà ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 ïîñòóïàåò åäèíè÷íîå çíà÷åíèå 1, à íà
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âñå ïðàâûå âõîäû ýëåìåíòîâ ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 ïîñòóïàþò íóëåâûå

çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó íà íàáîðå γ îáíàðóæèâàþòñÿ âñå íåèñïðàâíîñòè òèïà

¾0¿ íà âûõîäàõ âñåõ óïîìÿíóòûõ â �îðìóëå (3) è âñòðå÷àþùèõñÿ â íåé

ÿâíî ýëåìåíòîâ ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2, êðîìå ïîñëåäíåãî, à òàêæå íåèñ-

ïðàâíîñòü òèïà ¾1¿ íà âûõîäå ïîñëåäíåãî óïîìÿíóòîãî â �îðìóëå (3) è

âñòðå÷àþùåãîñÿ â íåé ÿâíî ýëåìåíòà ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2.

Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî íà íàáîðàõ α, β, γ îáíàðóæèâàþòñÿ âñå êîíñòàíò-

íûå íåèñïðàâíîñòè íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ �îðìóëû èç ïðàâîé ÷àñòè (3), â

äàííîì ïîäñëó÷àå èìååì: Ldt
F,B1

(Oc
1, f) 6 3.

Ïîäñëó÷àé 3.2. ×èñëî k0 ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì. Ïðîâàðüèðîâàâ (3),

ïðåäñòàâèì �óíêöèþ f â ñëåäóþùåì âèäå:

f=(((...(((...((x1⊕1)⊕K̂0,1)⊕...)⊕K̂0,k0)⊕K̂1,1)⊕...)⊕K̂1,k1)⊕āx1)⊕ā0, (4)

ãäå a = a0 ⊕ a1, à êàæäîå èç ñëàãàåìûõ āx1 è ā0 íàëè÷åñòâóåò â (4) òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå ðàâíî êîíñòàíòå 0. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå k1 = 0
ñëàãàåìûå K̂1,1, K̂1,2, . . . , K̂1,k1 â �îðìóëå (4) îòñóòñòâóþò.

Ïóñòü, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ā0 = 1 (òîãäà îáùåå ÷èñëî íå ðàâíûõ êîí-
ñòàíòå 0 ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè (4) íå ìåíüøå òðåõ, òàê ÷òî äëÿ ïå-

ðåõîäà ê âàðèàíòó ā0 = 0 ïîñëåäíèé âñòðå÷àþùèéñÿ â (4) ÿâíî ýëåìåíò

ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 ñëåäóåò óäàëèòü âìåñòå ñî ñìåæíûì ñ íèì ýëå-

ìåíòîì ¾êîíñòàíòà 1¿: òåñò äëÿ �îðìóëû íå èçìåíèòñÿ ïîñëå ïîäîáíîé

ìîäè�èêàöèè).

Ïóñòü α = (0, 1, . . . , 1), β = (1, 1, . . . , 1), δ = (0, 0, . . . , 0) � n-ðàçðÿäíûå

äâîè÷íûå íàáîðû.

Ïî àíàëîãèè ñ ïîäñëó÷àåì 3.1 óñòàíîâèì ñëåäóþùåå.

Íà íàáîðå α îáíàðóæèâàþòñÿ âñå íåèñïðàâíîñòè òèïà ¾0¿ íà âûõîäàõ

ýëåìåíòîâ â ïîä�îðìóëàõ K̂0,1, K̂0,2, . . . , K̂0,k0 �îðìóëû (4), âñå íåèñïðàâ-

íîñòè òèïà ¾1¿ íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ â ïîä�îðìóëàõ K̂1,1, K̂1,2, . . . , K̂1,k1

�îðìóëû (4), òàêæå (ïî ïðè÷èíå òîãî, ÷òî k0 � íå÷åòíîå, è òîãî, ÷òî íà

íàáîðå α íà âûõîäàõ âñåõ ïîä�îðìóë K̂0,1, K̂0,2, . . . , K̂0,k0 �îðìóëû (4)

âîçíèêàþò çíà÷åíèÿ 1, à íà âûõîäàõ âñåõ ïîä�îðìóë K̂1,1, K̂1,2, . . . , K̂1,k1,

ax1 �îðìóëû (4) âîçíèêàþò çíà÷åíèÿ 0) îáíàðóæèâàþòñÿ âñå íåèñïðàâíî-

ñòè òèïà ¾1¿ íà âûõîäàõ òåõ ýëåìåíòîâ ñëîæåíèé ïî ìîäóëþ 2 â �îðìóëå

(4), ê ïðàâûì âõîäàì êîòîðûõ âåäåò äóãà îò ïîñëåäíåé âåðøèíû õîòÿ áû

îäíîãî ñëàãàåìîãî èç ñïèñêà K̂1,1, K̂1,2, . . . , K̂1,k1 , āx1, à òàêæå íåèñïðàâíî-

ñòè òèïà ¾0¿ íà âûõîäàõ ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî íàëè÷åñòâóþùèõ ÿâíî â (4)

ýëåìåíòîâ ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 è ñîåäèíåííûõ ñ èõ ïðàâûìè âõîäàìè

ýëåìåíòîâ ¾êîíñòàíòà 1¿.

Íà íàáîðå β îáíàðóæèâàþòñÿ âñå íåèñïðàâíîñòè òèïà ¾1¿ íà âûõîäàõ

ýëåìåíòîâ â ïîä�îðìóëàõ K̂0,1, K̂0,2, . . . , K̂0,k0 �îðìóëû (4), âñå íåèñïðàâ-

íîñòè òèïà ¾0¿ íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ â ïîä�îðìóëàõ K̂1,1, K̂1,2, . . . , K̂1,k1
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�îðìóëû (4), âñå íåèñïðàâíîñòè òèïà ¾1¿ íà âûõîäàõ òåõ ýëåìåíòîâ ñëî-

æåíèé ïî ìîäóëþ 2 è ýêâèâàëåíòíîñòè â �îðìóëå (4), ê âõîäàì êîòîðûõ

âåäåò äóãà îò ïîñëåäíåé âåðøèíû õîòÿ áû îäíîãî ñëàãàåìîãî èç ñïèñêà

K̂0,1, K̂0,2, . . . , K̂0,k0, à òàêæå íåèñïðàâíîñòü òèïà ¾1¿ íà âûõîäå ïåðâîãî

íàëè÷åñòâóþùåãî ÿâíî â (4) ýëåìåíòà ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2.

Íà íàáîðå δ íà âûõîäàõ âñåõ ïîä�îðìóë K̂σ,iσ (iσ = 1, kσ, σ ∈ {0, 1}) â
�îðìóëå (4) îêàçûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ 0, à íà âûõîäàõ âñåõ ýëåìåíòîâ ñëîæå-

íèÿ ïî ìîäóëþ 2 â �îðìóëå (4), êðîìå ïîñëåäíåãî, îêàçûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ

1. Ïîýòîìó íà íàáîðå δ îáíàðóæèâàþòñÿ âñå íåèñïðàâíîñòè òèïà ¾0¿ íà

âûõîäàõ âñåõ óïîìÿíóòûõ â �îðìóëå (4) è íàëè÷åñòâóþùèõ â íåé ÿâíî ýëå-

ìåíòîâ ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2, êðîìå ïîñëåäíåãî, à òàêæå íåèñïðàâíîñòü

òèïà ¾1¿ íà âûõîäå ïîñëåäíåãî íàëè÷åñòâóþùåãî ÿâíî â (4) ýëåìåíòà ñëî-

æåíèÿ ïî ìîäóëþ 2.

Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî íà íàáîðàõ α, β, δ îáíàðóæèâàþòñÿ âñå êîíñòàíò-

íûå íåèñïðàâíîñòè íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ �îðìóëû èç ïðàâîé ÷àñòè (4), â

äàííîì ïîäñëó÷àå èìååì: Ldt
F,B1

(Oc
1, f) 6 3.

Ïîäñëó÷àé 3.3. ×èñëî k1 ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì (ïðè ýòîì k1>0, èáî �óíê-

öèÿ f îáëàäàåò íå ìåíåå ÷åì äâóìÿ ñóùåñòâåííûìè ïåðåìåííûìè), k0 = 0.
Ïðîâàðüèðîâàâ (3), ïðåäñòàâèì �óíêöèþ f â ñëåäóþùåì âèäå:

f = (((...(K̂1,1 ⊕ K̂1,2)⊕ ...)⊕ K̂1,k1)⊕ ax1)⊕ a0, (5)

ãäå a = a0⊕a1, à êàæäîå èç ñëàãàåìûõ ax1 è a0 íàëè÷åñòâóåò â (5) òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà íå ðàâíî êîíñòàíòå 0. Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ f îáëàäàåò

ïî êðàéíåé ìåðå äâóìÿ ñóùåñòâåííûìè ïåðåìåííûìè, à k1 > 2, â ïðàâîé
÷àñòè (5) íàëè÷åñòâóåò íå ìåíåå äâóõ íå ðàâíûõ êîíñòàíòå 0 ñëàãàåìûõ.

Ïóñòü, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, a0 = 1 (òîãäà îáùåå ÷èñëî íå ðàâíûõ êîí-
ñòàíòå 0 ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè (5) íå ìåíüøå òðåõ, òàê ÷òî äëÿ ïå-

ðåõîäà ê âàðèàíòó a0 = 0 ïîñëåäíèé âñòðå÷àþùèéñÿ â �îðìóëå (5) ÿâíî

ýëåìåíò ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 ñëåäóåò óäàëèòü âìåñòå ñî ñìåæíûì ñ íèì

ýëåìåíòîì ¾êîíñòàíòà 1¿: òåñò äëÿ �îðìóëû íå èçìåíèòñÿ ïîñëå ïîäîáíîé

ìîäè�èêàöèè).

Ïóñòü α = (0, 1, . . . , 1), β = (1, 1, . . . , 1), η = (1, η′) � n-ðàçðÿäíûå äâî-

è÷íûå íàáîðû, à η′ � (n − 1)-ðàçðÿäíûé äâîè÷íûé íàáîð çíà÷åíèé ïåðå-

ìåííûõ (x2, . . . , xn), â êîòîðîì åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ïåðå-

ìåííûì x1,1,1, x1,1,2, . . . , x1,1,r1,1 , à íóëåâûå � îñòàëüíûì ïåðåìåííûì èç

ìíîæåñòâà {x2, . . . , xn}.
Ïî àíàëîãèè ñ ïîäñëó÷àåì 3.1 óñòàíîâèì ñëåäóþùåå.

Íà íàáîðå α îáíàðóæèâàþòñÿ âñå íåèñïðàâíîñòè òèïà ¾1¿ íà âûõîäàõ

ýëåìåíòîâ â ïîä�îðìóëàõ K̂1,1, K̂1,2, . . . , K̂1,k1 �îðìóëû (5), âñå íåèñïðàâ-

íîñòè òèïà ¾1¿ íà âûõîäàõ òåõ ýëåìåíòîâ ñëîæåíèé ïî ìîäóëþ 2 â �îðìóëå

(5), ê âõîäàì êîòîðûõ âåäåò äóãà îò ïîñëåäíåé âåðøèíû õîòÿ áû îäíîãî
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ñëàãàåìîãî èç ñïèñêà K̂1,1, K̂1,2, . . . , K̂1,k1, ax1 (ïðè a = 1) (ïî ïðè÷èíå òîãî,

÷òî íà íàáîðå α íà âûõîäàõ âñåõ ïîä�îðìóë K̂1,1, K̂1,2, . . . , K̂1,k1 �îðìóëû

(5) âîçíèêàþò çíà÷åíèÿ 0), à òàêæå îáíàðóæèâàþòñÿ íåèñïðàâíîñòè òèïà

¾0¿ íà âûõîäàõ ïîñëåäíåãî ïðèñóòñòâóþùåãî ÿâíî â (5) ýëåìåíòà ñëîæå-

íèÿ ïî ìîäóëþ 2 è ñìåæíîãî ñ íèì ýëåìåíòà ¾êîíñòàíòà 1¿.

Íà íàáîðå β îáíàðóæèâàþòñÿ âñå íåèñïðàâíîñòè òèïà ¾0¿ íà âûõîäàõ

ýëåìåíòîâ â ïîä�îðìóëàõ K̂1,1, K̂1,2, . . . , K̂1,k1 �îðìóëû (5). Äàëåå, ïî

ïðè÷èíå ÷¼òíîñòè ÷èñëà k1 íà íàáîðå β îáíàðóæèâàåòñÿ íåèñïðàâíîñòü

òèïà ¾0¿ íà âûõîäå òîãî �óíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ

2 â �îðìóëå (5), ê ïðàâîìó âõîäó êîòîðîãî âåäåò äóãà îò âõîäíîé âåðøèíû

x1 (ò. å. ê åãî ïðàâîìó âõîäó ïîäñîåäèíåíî ñëàãàåìîå ax1 ïðè a = 1), à,
êðîìå òîãî, ïðè a = 1 îáíàðóæèâàåòñÿ íåèñïðàâíîñòü òèïà ¾1¿ íà âûõîäå
ïîñëåäíåãî ïðèñóòñòâóþùåãî ÿâíî â (5) ýëåìåíòà ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2.

Íà íàáîðå η, ïîñêîëüêó ðàíã êîíúþíêöèè K̂1,1 ìèíèìàëåí ñðåäè ðàí-

ãîâ âñåõ êîíúþíêöèé K̂1,i1 (i1 = 1, k1) â �îðìóëå (5), çíà÷åíèå íà âûõîäå

ïîä�îðìóëû K̂1,1 ðàâíî 1, à çíà÷åíèÿ íà âûõîäàõ ïîä�îðìóë K̂1,2, . . . ,

K̂1,k1 ðàâíû 0. Ïîýòîìó íà íàáîðå η îáíàðóæèâàþòñÿ âñå îäèíî÷íûå íåèñ-

ïðàâíîñòè òèïà ¾0¿ íà âûõîäàõ âñåõ óïîìÿíóòûõ â �îðìóëå (5) è íàëè÷å-

ñòâóþùèõ â íåé ÿâíûì îáðàçîì ýëåìåíòîâ ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2, ê õîòÿ

áû îäíîìó âõîäó êîòîðûõ âåäåò äóãà îò ïîñëåäíåé âåðøèíû ñëàãàåìîãî èç

ñïèñêà K̂1,1, K̂1,2, . . . , K̂1,k1, à òàêæå ïðè a = 0 îáíàðóæèâàåòñÿ íåèñïðàâ-
íîñòü òèïà ¾1¿ íà âûõîäå ïîñëåäíåãî íàëè÷åñòâóþùåãî ÿâíî â (5) ýëåìåíòà

ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2.

Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî íà íàáîðàõ α, β, η îáíàðóæèâàþòñÿ âñå êîíñòàíò-

íûå íåèñïðàâíîñòè íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ �îðìóëû èç ïðàâîé ÷àñòè (5), â

äàííîì ïîäñëó÷àå èìååì: Ldt
F,B1

(Oc
1, f) 6 3.

Ïîäñëó÷àé 3.4. ×èñëî k1 ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì, k0 = 0. Ïðîâàðüèðîâàâ
(3), ïðåäñòàâèì �óíêöèþ f â ñëåäóþùåì âèäå:

f = (((...((x1 ⊕ K̂1,1)⊕ K̂1,2)⊕ ...)⊕ K̂1,k1)⊕ āx1)⊕ a0, (6)

ãäå a = a0⊕a1, à êàæäîå èç ñëàãàåìûõ āx1 è a0 íàëè÷åñòâóåò â (6) òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà íå ðàâíî êîíñòàíòå 0. Èç òîãî, ÷òî �óíêöèÿ f îáëàäàåò

íå ìåíåå ÷åì äâóìÿ ñóùåñòâåííûìè ïåðåìåííûìè, à k1 > 1, ñëåäóåò, ÷òî
â ïðàâîé ÷àñòè (6) íàëè÷åñòâóåò íå ìåíåå äâóõ íå ðàâíûõ êîíñòàíòå 0

ñëàãàåìûõ.

Ïóñòü, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, a0 = 1 (òîãäà îáùåå ÷èñëî íå ðàâíûõ êîí-
ñòàíòå 0 ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè (6) íå ìåíüøå òðåõ, òàê ÷òî äëÿ ïå-

ðåõîäà ê âàðèàíòó a0 = 0 ïîñëåäíèé âñòðå÷àþùèéñÿ â (6) ÿâíî ýëåìåíò

ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 ñëåäóåò óäàëèòü âìåñòå ñî ñìåæíûì ñ íèì ýëå-

ìåíòîì ¾êîíñòàíòà 1¿: òåñò äëÿ �îðìóëû íå èçìåíèòñÿ ïîñëå ïîäîáíîé

ìîäè�èêàöèè).
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Ïóñòü α = (0, 1, . . . , 1), β = (1, 1, . . . , 1), ζ = (1, 0, . . . , 0) � n-ðàçðÿäíûå

äâîè÷íûå íàáîðû.

Íà íàáîðå α îáíàðóæèâàþòñÿ âñå íåèñïðàâíîñòè òèïà ¾1¿ íà âûõîäàõ

ýëåìåíòîâ â ïîä�îðìóëàõ K̂1,1, K̂1,2, . . . , K̂1,k1 �îðìóëû (6), âñå îäèíî÷íûå

íåèñïðàâíîñòè òèïà ¾1¿ íà âûõîäàõ òåõ ýëåìåíòîâ ñëîæåíèé ïî ìîäóëþ 2

â �îðìóëå (6), ê âõîäàì êîòîðûõ âåäåò äóãà îò ïîñëåäíåé âåðøèíû õîòÿ

áû îäíîãî ñëàãàåìîãî èç ñïèñêà x1, K̂1,1, K̂1,2, . . . , K̂1,k1 è � ïðè ā = 1 �

āx1 (ïîñêîëüêó íà íàáîðå α íà âûõîäàõ âñåõ ïîä�îðìóë K̂1,1, K̂1,2, . . . ,

K̂1,k1 �îðìóëû (6) âîçíèêàþò çíà÷åíèÿ 0), êðîìå òîãî, îáíàðóæèâàþòñÿ

íåèñïðàâíîñòè òèïà ¾0¿ íà âûõîäàõ ïîñëåäíåãî ïðèñóòñòâóþùåãî ÿâíî â

(6) ýëåìåíòà ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 è ñìåæíîãî ñ íèì ýëåìåíòà ¾êîíñòàíòà

1¿.

Íà íàáîðå β îáíàðóæèâàþòñÿ âñå íåèñïðàâíîñòè òèïà ¾0¿ íà âûõîäàõ

ýëåìåíòîâ â ïîä�îðìóëàõ K̂1,1, K̂1,2, . . . , K̂1,k1 �îðìóëû (6). Äàëåå, òàê êàê

÷èñëî k1 ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì, íà íàáîðå β îáíàðóæèâàåòñÿ íåèñïðàâíîñòü

òèïà ¾0¿ íà âûõîäå òîãî �óíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ

2 â �îðìóëå (6), ê ïðàâîìó âõîäó êîòîðîãî âåäåò äóãà îò âõîäíîé âåðøè-

íû x1 (ò. å. ê åãî ïðàâîìó âõîäó ïîäñîåäèíåíî ñëàãàåìîå āx1 ïðè ā = 1),
êðîìå òîãî, ïðè ā = 1 îáíàðóæèâàåòñÿ íåèñïðàâíîñòü òèïà ¾1¿ íà âûõîäå
ïîñëåäíåãî íàëè÷åñòâóþùåãî ÿâíî â (6) ýëåìåíòà ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2.

Íà íàáîðå ζ íà âûõîäàõ ïîä�îðìóë K̂1,1, K̂1,2, . . . , K̂1,k1 �îðìóëû (6)

âîçíèêàþò çíà÷åíèÿ 0. Ïîýòîìó íà íàáîðå ζ îáíàðóæèâàþòñÿ âñå íåèñ-

ïðàâíîñòè òèïà ¾0¿ íà âûõîäàõ âñåõ óïîìÿíóòûõ â (6) è íàëè÷åñòâóþùèõ

â íåé ÿâíî ýëåìåíòîâ ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2, ê âõîäàì êîòîðûõ âåäåò äóãà

îò ïîñëåäíåé âåðøèíû õîòÿ áû îäíîãî ñëàãàåìîãî èç ñïèñêà K̂1,1, K̂1,2, . . . ,

K̂1,k1. Êðîìå òîãî, ïðè ā = 0 íà íàáîðå ζ îáíàðóæèâàåòñÿ íåèñïðàâíîñòü

òèïà ¾1¿ íà âûõîäå ïîñëåäíåãî íàëè÷åñòâóþùåãî ÿâíî â (6) ýëåìåíòà ñëî-

æåíèÿ ïî ìîäóëþ 2.

Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî íà íàáîðàõ α, β, ζ îáíàðóæèâàþòñÿ âñå êîíñòàíò-

íûå íåèñïðàâíîñòè íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ �îðìóëû èç ïðàâîé ÷àñòè (6), â

äàííîì ïîäñëó÷àå èìååì: Ldt
F,B1

(Oc
1, f) 6 3.

Âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè èçó÷åíû, ëåììà äîêàçàíà. �

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 3. Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíûé áàçèñ, ëåæàùèé â ìíîæåñòâå

{B∗
1 , B2, B

∗
2 , B3, B

∗
3}. Òîãäà ñïðàâåäëèâû òàêèå ñîîòíîøåíèÿ. Ldt

F,B(O
c
1, n) =

1 ïðè n = 0. Ldt
F,B(O

c
1, n) = 2 ïðè n = 1. Ïðè ëþáîì n, n > 3, n ∈ N, èìååò

ìåñòî îöåíêà Ldt
F,B(O

c
1, n) 6 3. Äëÿ ëþáîãî áàçèñà B èç {B∗

1 , B2, B
∗
2} ïðè

n = 2 âåðíî ðàâåíñòâî Ldt
F,B(O

c
1, n) = 3. Äëÿ ëþáîãî áàçèñà B èç {B3, B

∗
3}

ïðè n = 2 âåðíî ðàâåíñòâî Ldt
F,B(O

c
1, n) = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé 1. Óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ áàçèñà B =
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B∗
1 = {x ∨ y, x ∼ y, 0} ìãíîâåííî âûòåêàåò èç ëåììû 2 â ñèëó ïðèíöè-

ïà äâîéñòâåííîñòè.

Ñëó÷àé 2. �àññìîòðèì áàçèñ B = B2 = {xy, x ∼ y, 0}. �àññóæäåíèÿ
äëÿ �óíêöèé f , ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèõ íå áîëåå ÷åì îò îäíîé ïåðåìåííîé,

äâîéñòâåííû ðàññóæäåíèÿì ñëó÷àåâ 1 è 2 â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.

Ïóñòü òåïåðü ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà �óíêöèÿ f ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò

n ïåðåìåííûõ, n > 2. Ïîñòðîèì â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëó÷àåì 3 äîêàçàòåëü-

ñòâà ëåììû 2 �îðìóëó (íàçîâåì åå S) äëÿ òîé èç �óíêöèé f , f̄ , äëÿ êîòî-

ðîé íà ïðàâûé âõîä âûõîäíîãî ýëåìåíòà ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 ïîäàåòñÿ

äóãà îò âûõîäà ýëåìåíòà ¾êîíñòàíòà 1¿. Â ýòîé �îðìóëå S çàìåíèì âñå ýëå-

ìåíòû ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 íà ýëåìåíòà ýêâèâàëåíòíîñòè, à âñå ýëåìåíòû

¾êîíñòàíòà 1¿ � íà ýëåìåíòû ¾êîíñòàíòà 0¿ (ïðè ýòîì âñå ïîä�îðìóëû

âèäà (x1 ⊕ 1) çàìåíÿòñÿ íà ðàâíûå èì ïîä�îðìóëû (x1 ∼ 0), à öåïî÷êà

Z âñåõ ýëåìåíòîâ ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2, íå ëåæàùèõ âíóòðè ïîä�îðìóë

K̂σ,iσ (σ ∈ {0, 1}, iσ = 1, kσ), ïðåâðàòèòñÿ â öåïî÷êó Z ′
òàêîé æå äëèíû èç

ýëåìåíòîâ ýêâèâàëåíòíîñòè). Î÷åâèäíî, ïîñòðîåííàÿ ñõåìà S ′
ðåàëèçóåò

îäíó èç �óíêöèé f , f̄ . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åäèíè÷íûé ïðîâåðÿþùèé òåñò

äëÿ S ′
ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷íûì ïðîâåðÿþùèì òåñòîì äëÿ S. Äåéñòâèòåëü-

íî, ïîä�îðìóëû K̂σ,iσ (σ ∈ {0, 1}, iσ = 1, kσ) çàìåíèëèñü íà ðàâíûå èì

ïîä�îðìóëû, ó ïîä�îðìóë (x1 ⊕ 1) è (x1 ∼ 0) íåèñïðàâíîñòè îäíîâðåìåí-

íî ïðîâåðÿåìû, òàê ÷òî îñòàåòñÿ èçó÷èòü òîëüêî îáíàðóæåíèå íåèñïðàâ-

íîñòåé ýëåìåíòîâ öåïè Z ′
è ñìåæíîãî ñ âûõîäíûì ýëåìåíòîì ñëîæåíèÿ

ïî ìîäóëþ 2 ýëåìåíòà ¾êîíñòàíòà 1¿. Íî çíà÷åíèÿ íà íå ó÷àñòâóþùèõ â

ïåðåäà÷å ñèãíàëà âäîëü öåïè âõîäàõ ýëåìåíòîâ öåïî÷êè Z ′
è ñîîòâåòñòâó-

þùèõ èì âõîäàõ ýëåìåíòîâ öåïî÷êè Z íà êàæäîì íàáîðå ïîñòðîåííîãî â

ëåììå 2 òåñòà ñîâïàäàþò, òàê ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè ïîðÿäêîâîãî

íîìåðà ýëåìåíòà â öåïî÷êå Z ′
íà åãî âûõîäå áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ èëè òàêèå

æå, êàê íà âûõîäå ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó ýëåìåíòà Z, èëè ïðîòèâîïîëîæ-

íûå çíà÷åíèÿ. Íî ïîñêîëüêó îáà çíà÷åíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ íà âûõîäå êàæäîãî

ýëåìåíòà Z â S (è â ñèëó ýòîãî îáå êîíñòàíòíûå íåèñïðàâíîñòè íà âûõî-

äå ýòîãî ýëåìåíòà îáíàðóæèâàþòñÿ íà íàáîðàõ òåñòà), íà âûõîäå êàæäîãî

ýëåìåíòà èç Z ′
â S ′

íà íàáîðàõ òåñòà òàêæå ïîÿâëÿþòñÿ îáà çíà÷åíèÿ (è â

ñèëó ýòîãî îáå êîíñòàíòíûå íåèñïðàâíîñòè íà âûõîäå ýòîãî ýëåìåíòà òàê-

æå îáíàðóæèâàþòñÿ íà íàáîðàõ òåñòà). Îòìåòèì, ÷òî îáíàðóæèâàåìîñòü

íåèñïðàâíîñòåé âñåõ ýëåìåíòîâ ¾êîíñòàíòà 0¿ â S ′
ïðåäñòàâëÿåòñÿ î÷åâèä-

íîé. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñêîìîé íåèçáûòî÷íîé �îðìóëû Ŝ íàä áàçèñîì B2,

ðåàëèçóþùåé �óíêöèþ f è äîïóñêàþùåé åäèíè÷íûé ïðîâåðÿþùèé òåñò

äëèíû 3, îñòàåòñÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè óäàëèòü âûõîäíîé ýëåìåíò ñëîæå-

íèÿ ïî ìîäóëþ 2 âìåñòå ñî ñìåæíûì ñ íèì ýëåìåíòîì ¾êîíñòàíòà 0¿ è

èíöèäåíòíûìè äóãàìè.

Ñëó÷àé 3. Óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ áàçèñà B = B∗
2 = {x∨ y, x⊕ y, 1}
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òåïåðü ìãíîâåííî âûòåêàåò èç ñëó÷àÿ 2 â ñèëó ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè.

Ñëó÷àé 4. �àññìîòðèì áàçèñ B = B3 = {xȳ, x ∼ y}.
Ïîäñëó÷àé 4.1. Ïóñòü n ∈ {0, 1}. Â ñèëó òîãî, ÷òî 0 ≡ x1x̄1, ëåãêî

óñòàíîâèòü, ÷òî ðàññóæäåíèÿ äëÿ �óíêöèé f , ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèõ íå

áîëåå ÷åì îò îäíîé ïåðåìåííîé, äâîéñòâåííû ðàññóæäåíèÿì ñëó÷àåâ 1 è 2

â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.

Ïîäñëó÷àé 4.2. Ïóñòü òåïåðü ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà �óíêöèÿ

f(x1, . . . , xn) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò äâóõ ïåðåìåííûõ. Èç ïðåäûäóùåãî

ïîäñëó÷àÿ ñëåäóåò, ÷òî Ldt
F,B(O

c
1, n) > 2 ïðè n = 2. Ïîêàæåì, ÷òî âñÿêàÿ (ñ

òî÷íîñòüþ äî êîíãðóýíòíîñòè) áóëåâà �óíêöèÿ f(x1, x2) ìîæåò áûòü ðå-

àëèçîâàíà íåèçáûòî÷íîé �îðìóëîé íàä áàçèñîì B = B3 = {xȳ, x ∼ y},
äîïóñêàþùåé åäèíè÷íûé ïðîâåðÿþùèé òåñò äëèíû íå áîëåå äâóõ îòíîñè-

òåëüíî ïðîèçâîëüíûõ êîíñòàíòíûõ íåèñïðàâíîñòåé íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ.

Â êà÷åñòâå îáîñíîâàíèÿ äëÿ êàæäîé òàêîé áóëåâîé �óíêöèè â òàáëèöå 1

ïðèâåäåíû ðåàëèçóþùàÿ åå �îðìóëà è ìíîæåñòâî èç äâóõ íàáîðîâ çíà÷å-

íèé ïåðåìåííûõ x1, x2; äîêàçàòåëüñòâà íåèçáûòî÷íîñòè �îðìóëû è òîãî,

÷òî ìíîæåñòâî íàáîðîâ îáðàçóåò åäèíè÷íûé ïðîâåðÿþùèé òåñò äëÿ �îð-

ìóëû, îïóñêàþòñÿ ââèäó ïðîñòîòû (îáîçíà÷èì ÷åðåç &¬(x, y)�óíêöèþ xȳ).

Òàáëèöà 1.

Ôóíêöèÿ Ôîðìóëà Ïðîâåðÿþùèé òåñò

x1 ∼ x2 x1 ∼ x2 {(1, 0), (1, 1)}
x1 ⊕ x2 (x1 ∼ x2) ∼ (&¬(x1, x1)) {(1, 0), (1, 1)}
x1 & x2 &¬(x1, x2 ∼ &¬(x1, x1)) {(1, 0), (1, 1)}
x̄1 ∨ x̄2 &¬(x1, x2 ∼ &¬(x1, x1)) ∼ &¬(x1, x1) {(1, 0), (1, 1)}
x1 & x̄2 &¬(x1, x2) {(1, 0), (1, 1)}
x̄1 ∨ x2 &¬(x1, x2) ∼ &¬(x1, x1) {(1, 0), (1, 1)}
x̄1 & x̄2 &¬(x2, x1) ∼ x1 {(0, 0), (0, 1)}
x1 ∨ x2 (&¬(x2, x1) ∼ x1) ∼ &¬(x1, x1) {(0, 0), (0, 1)}

Ïîäñëó÷àé 4.3. Ïóñòü òåïåðü ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà �óíêöèÿ

f(x1, . . . , xn) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò n ïåðåìåííûõ, n > 3. Ïîñòðîèì â

ñîîòâåòñòâèè ñî ñëó÷àåì 2 äîêàçàòåëüñòâà íàñòîÿùåé ëåììû �îðìóëó Ŝ

äëÿ �óíêöèè f̂(x1, x2, . . . , xn) = f(x1, x̄2, . . . , x̄n). Â ýòîé �îðìóëå çàìåíèì

âñå êîíúþíêòîðû íà ýëåìåíòû ¾êîñàÿ êîíúþíêöèÿ¿ (â êîòîðûõ èíâåðòè-

ðîâàíû ïðàâûå âõîäû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðàâûì âõîäàì êîíúþíêòîðîâ),

à âñå ýëåìåíòû ¾êîíñòàíòà 0¿ � íà ïîä�îðìóëû âèäà x1x̄1. Î÷åâèäíî,

ïîëó÷åííàÿ �îðìóëà Ŝ ′
íåèçáûòî÷íà, ðåàëèçóåò �óíêöèþ f è äîïóñêàåò

åäèíè÷íûé ïðîâåðÿþùèé òåñò äëèíû 3, ïîëó÷àåìûé èç òåñòà äëÿ Ŝ èíâåð-

òèðîâàíèåì çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x2, . . . , xn.
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Ñëó÷àé 5. Óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ áàçèñà B = B∗
3 = {x ∨ ȳ, x ⊕ y}

òåïåðü ìãíîâåííî âûòåêàåò èç ñëó÷àÿ 4 â ñèëó ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè.
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